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Formale Grundlagen logischer Beschreibungen
— Boolesche Algebra, Schaltalgebra

Normal- und Minimalformen
Realisierung von Schaltnetzen auf
Schalter- und Gatterebene

Entwurf von Schaltnetzen
— Logikminimierung, KV-Diagramme
— Programmierung von Funktionen
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Schaltnetze

0 Schaltnetze:

— Rein kombinatorische logische Schaltungen
— Kein Speicherverhalten
— Logische Funktionen

0 Beispiele:
— Licht-Aus Warnung im Kraftfahrzeug
— ,Motor aus* und , Tar auf® und ,Licht an“ = Alarm
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Formale Grundlagen

o Zur Untersuchung und Beschreibung der Eigenschaften und
des Verhaltens von logischen Funktionen ist die Boolesche
Algebra hervorragend geeignet.

o Entwickelt wurde sie von dem
Mathematiker

George Boole
(1815 —1864)

als Algebra der Logik.
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Boolesche Algebra

o Definition:

— Als eine Boolesche Algebra bezeichnet man eine Menge V ={a,b,c,...}, auf der
zwei zweistellige Operationen @ und ® derart erklart sind, daf} durch inre
Anwendung auf Elemente aus V wieder Elemente aus V entstehen
(Abgeschlossenheit).

o Abgeschlossenheit: Fur alle a, b € V qilt:
a®b eV
ad®b eV

o Weiterhin mussen die vier Huntingtonschen Axiome gelten.

© 2013 Burkhard Stiller M3 -5 Ifl



Huntingtonsche Axiome

o H1 — Kommutativgesetz:

— a®b = b®a
—a®b b® a

o H2 — Distributivgesetz:
— a®(b®c) = (a®b)®(a®c)
— a®(b®c) = (a®b)®(a®c)

o H3 — Neutrales Element:
— Es existieren zwei Elemente e, n e V, so dass qilt:

e a®e = a (e wird Einselement genannt)
e a®n = a (n wird Nullelement genannt)

o H4 — Inverses Element:
— Fur alle a € V existiert ein Element a € V, so dass gilt:

e a®a = n
e a®a=-¢e
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Schaltalgebra

0 Die Schaltalgebra ist eine spezielle Boolesche Algebra, die
durch die folgende Korrespondenztabelle definiert wird:

Boolesche Algebra Schaltalgebra
V {0,1}
® v
® A
n 0
e 1
a a
Zusatzlich alternative Schreibweise:

at+b far avb bzw. Benennung ODER
a&b,ab fur aAnb bzw. Benennung UND

| L]
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Realisierung von logischen Verknupfungen (1)

o FUr die technische Realisierung logischer Verknupfungen kann
man sich zunachst einfache Schaltermodelle fur logische
Bausteine vorstellen.

_/ /I_

o UND-Verknlpfung: Batterie
- 0

Lampe

o Die Lampe brennt (Funktionswert 1) nur, wenn beide Schalter
geschlossen sind (a UND b gleich 1), sonst bleibt die Lampe
dunkel (Funktionswert 0).
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Realisierung von logischen Verknupfungen (2)

o ODER-Verknupfung:

Die Lampe brennt, wenn einer der beiden Schalter geschlossen

ISt.

Batterie I S

X

Lampe
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Schaltalgebra

o Die Verknupfungen konnen leicht in Funktionstabellen
dargestellt werden:

a

b

anb

= OO

R OPFO

O OO

Technische Realisierung

mit Schaltern
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Schaltalgebra

o Huntingtonsche Axiome in der Schaltalgebra:

o HI1: avb=Dbva
anb=baa

o H2: anbvcec)=(@aab)v(@anac
avbac)=(@avb)a(@avce

o H3: anl=a
avi0=a
o HA4: ara=0
ava=1
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Schaltalgebra

o Aus den vier Huntingtonschen Axiomen lassen sich weitere
Satze ableiten:

0 Assoziativgesetz: (@aab)ac=an(bac)
(avb)vc=av(bvec)

o ldempotenzgesetz: ana=a
ava=a
o Absorptionsgesetz: an(avb)=a

av(@aab)=a

_ | _ T T NAND
a DeMorgan-Gesetz: anb=avb Auch benannt als: NOR

avb=aab

- -
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Boolescher Ausdruck (1)

o Ein Boolescher Ausdruck ist eine Zeichenfolge, die aus binaren Variablen,
den Operatoren A und v und Klammern besteht und syntaktische Regeln
erflllt, die durch folgendes Syntaxdiagramm gegeben sind:

-©
- .

. e . \
>Cbl nére Variable ) >
- = Negation )—=| Boolescher Ausdruck X >
—»| Boolescher Ausdruck Boolescher Ausdruck p—

—>®—> Boolescher Ausdruck >@
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Boolescher Ausdruck (2)

0 Beispiele:
— syntaktisch korrekte Boolesche Ausdriicke: av b, 0, (aab)vec

o Keine Booleschen Ausdricke, da syntaktisch nicht korrekt:
—avvalo, ()vec

o For die Konstanten O und 1 verwendet man in der Schaltalgebra
manchmal auch in Anlehnung an die Aussagenalgebra die

Bezeichnung Wahrheitswerte:
— 0: falsch 1: wahr

o Ein Boolescher Ausdruck hat in der Regel zunachst keinen

Wahrheitswert, da er binare Variablen enthalten kann.

— Erst durch Belegung der binaren Variablen mit Wahrheitswerten erhalt der
Boolesche Ausdruck einen Wahrheitswert.
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Definitionen

o Die Belegung einer Menge von binaren Variablen eines
Booleschen Ausdrucks mit Wahrheitswerten bezeichnet man als
Interpretation.

o Die Interpretation eines Booleschen Ausdrucks liefert eine
Aussage, die entweder wahr oder falsch ist.

o Verschiedene Interpretationen eines Booleschen Ausdrucks
konnen zu dem selben Wahrheitswert fuhren.

o Ein Boolescher Ausdruck, bei dem alle moglichen
Interpretationen zum Wahrheitswert ,wahr* fihren, heif3t

Tautologie.
—  Beispiel: a v a ist eine Tautologie (haufig auch als T markiert).
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Boolesche Funktionen

o Gegeben: Tupel von binaren Variablen (x;,X,,...,X.,)

o Definition: Eine (n-stellige) Boolesche Funktion ordnet jeder
moglichen Wahrheitswertbelegung dieser Variablen genau
einen Wahrheitswert zu:

f:{0,1}" — {0,1)

o Wieviele Belegungen gibt es?
2" Belegungen

0 Wieviele verschiedene n-stellige Funktionen gibt es?
2") Funktionen

(denn es gibt zu jedem Argument einer Booleschen Funktion zwei verschiedene

Funktionswerte)
© 2013 Burkhard Stiller M3 - 16 Ifl



Beispiele

o Negation:
— Eine einstellige Boolesche Funktion

f:{0,1} - {0,1}

die jedem Operanden aus dem Definitionsbereich {0,1} einen Funktionswert aus
dem Wertebereich {0,1} zuordnet.

QO Aundv:
— Zwel zweistellige Boolesche Funktionen:

f:{0,1} x {0,1} — {0,1}

© 2013 Burkhard Stiller M3 - 17
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Darstellung boolescher Funktionen

1. Durch eine Funktionstabelle
2. Durch einen algebraischen Ausdruck (symbolische Form)
3. Durch einen Graphen

Funktionstabelle symbolische Form Graph
(z.B. Shannon-Baum)
a b f f=anab
0 0| 0 f
0 1|0 a (o) (D
1 0 0
1 1 1
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Boolesche Funktionen

o Wie kommt man von der symbolischen Darstellung zur
Funktionstabelle?

o Durch rekursive Auswertung des symbolischen Ausdrucks!

o Konvention:
— Negation vor Konjunktion und Konjunktion vor Disjunktion
— Durch Klammern kann eine andere Reihenfolge der Auswertung festgelegt
werden

o Wieviele zweistellige Funktionen gibt es?
o Wieviele dreistellige Funktionen gibt es?
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16 mogliche zwelstellige boolesche Funktionen

X4 0011 | verbale Form symbolische Bezeichnung

X, 0101 Darstellung

f, 0000 | konstant O 0 Kontradiktion, Symbol: 1 (unerfillbar)
f, 0001 | x, und X, X1 A X, Konjunktion

f, 0010 | nicht x,, aber x, X, A X, Inhibition

fy 0011 | identisch x, X, ldentitat

f, 0100 | nicht x,, aber x, X1 A X, Inhibition

fe 0101 | identisch x, X ldentitat

fq 0110 | x, ungleich x, X, ¢ X, Antivalenz, XOR

f, 0111 | x, oder X, X1V X Disjunktion

fg 1000 | nicht (x, oder X,) X, V X, NOR-Funktion, Peircescher Pfeil

fq 1001 | x, gleich x, X, € X, Aquivalenz

flo 1010 | nicht x, X, Negation

fl 1011 | wenn X,, dann x; Xy = X Implikation

flo 1100 | nicht x, X, Negation

fls 1101 | wenn X,, dann X, X, = X, Implikation

fl 1110 | nicht (x; und Xx,) Xy A X NAND-Funktion, Shefferscher Strich

fie 1111 | konstant 1 1 Tautologie, Symbol: T (allgemeingultig)

© 2013 Burkhard Stiller
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Vollstandige Operatorensysteme

o Definition:

Ein System von Operatoren, mit dem alle booleschen
Funktionen dargestellt werden kdnnen, heil3t vollstandiges

Operatorensystem.

o Die Operatoren (A, v, ) bilden ein vollstandiges
Operatorensystem.

o Beispiel: L
a <> b liefert das gleiche Ergebniswie (aAb)v (aab).

&> |1aRt sich durch die Grundoperationen A, v und  ersetzen
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Vollstandige Operatorensysteme

Operatoren- Darstellung der ...

system Negation Konjunktion Disjunktion

(A, Vv, ) a anb avb

(A, D) a anb anb

(v, D) a avb avb

(~) ana (aAb)A(anb) (arna)ar(bab)
(V) ava (ava)Vv(bvb) (avb)v(avb)
(A, <) a1 anb asrbss(anb)

Hinweis: A wird haufig weggelassen, Bsp: a A b <> ab

© 2013 Burkhard Stiller
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Tautologie (1)

o Wann reprasentieren zwei Ausdricke A und B dieselbe
Boolesche Funktion?

o Gleichbedeutend:
Ist A <> B eine Tautologie?

o Gegeben seien zwei Boolesche Funktionen:
i(@ab)=(aab)v(aab)
f,(a,p)=(av b)a(avb)

a Ist f; identisch mit f,
oder

ist(arb)v(ananb)o(av b)a( avb)eine Tautologie?

| L]
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Tautologie (2)

o Beweis mit Hilfe von Funktionstabellen oder mittels
Umformungen von Ausdrucken unter Verwendung der
algebraischen Gesetze.

o Zwei Ausdricke sind aquivalent, falls die Ergebnisse ihrer
Auswertung fur alle moglichen Kombinationen von
Variablenbelegungen identisch sind.

ab| (aab)v(aanb) | (avb)a(avb) | xevy
00 1 1 1
01 0 0 1
10 0 0 1
11 1 1 1
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Tautologie (3)

o Mittels algebraischer Umformung:

(aanb)v(aa b)=[(aanb)vala[(aanb)v b]

(Distributivgesetz)

=[(av a)a(bva)la[(avb)a(bv b)]

(Distributivgesetz)

=[1A(bva)]a[(avb)al]

(Inverses Element)

=(bv a)a(av b)

(Neutrales Element)

=(avb)a(av b)

(Kommutativgesetz)

© 2013 Burkhard Stiller M3 —-25
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Modul 3: Schaltnhetze

o Formalen Grundlagen logischer Beschreibungen
— Boolesche Algebra, Schaltalgebra

o Normal- und Minimalformen
o Realisierung von Schaltnetzen auf
Schalter- und Gatterebene

o Entwurf von Schaltnetzen
— Logikminimierung, KV-Diagramme
— Programmierung von Funktionen

0 Laufzeiteffekte bei Schalthetzen

© 2013 Burkhard Stiller M3 - 26

ifi



Normalformen

a Eine boolesche Funktion kann durch verschiedene boolesche
Ausdriucke beschrieben werden.

0 Eine Standarddarstellung boolescher Funktionen im
vollstandigen Operatorensystem (A, v, ) ist die konjunktive
(KNF) und die disjunktive Normalform (DNF).

o Definition:

Ein Literal L, ist entweder eine Variable x, oder inre Negation x;
d.h., L e {x, x}
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Produktterme

o Definition:

Ein Produktterm K(X4,...,X

A L=L A AL,

+) Ist die Konjunktion von Literalen

oder die Konstante "0" oder "1 "

0 Beispiele: aaAaab

a Jeder Produktterm K(X4,...

. : 1,....m
werden, dald eine Varlable X in hochst

vorkommt.

© 2013 Burkhard Stiller
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Literale und Produktterme

a Falls L, =x, Ly=x, h# (mehrfach bejahtes Auftauchen)
= Lyali=x
= KXy, Xm) = A L

o Mehrfaches Auftreten von x kann nach ldempotenzgesetz
gestrichen werden ( X A X = X).

0 Falls L,=xundL;= x (gemischtes bejahtes und
negiertes Auftreten)

=L, AL=0
= K(Xy,-.,X,) = 0 (Produktterm wird zu 0)
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Implikant und Minterm

o Definition:

Ein Produktterm K(x4,...,X,) heif3t Implikant einer Booleschen
Funktion y(X,,...,X,), wenn K -y

o Das heilst, fur jede Belegung B € {0,1}" qilt:
Wenn K(B) =1, dannistauch y(B) =1

o Definition:

Ein Implikant einer Booleschen Funktion y(x,,...,X,) heif3t
Minterm, wenn ein Literal jeder Variablen x; der Funktion y im
Implikanten genau einmal vorkommt.
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Minterme

o Minterme einer Booleschen Funktion y(Xy,...,X,):
Xy A Xo A Xg A Xy
X, A Xo A Xg A Xy

o Keine Minterme der Booleschen Funktion y(X,,...,X,):
Xy A Xy

X1 A Xo A Xg A Xg A Xy

© 2013 Burkhard Stiller M3 -31
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Disjunktive Normalform

o Damit lafdt sich die disjunktive Normalform definieren:

o Definition:

Es sel eine Boolesche Funktion y(x,,...,X,,) gegeben. Ein
Boolescher Ausdruck heil3dt disjunktive Normalform (DNF) der
Funktion y, wenn er aus einer disjunktiven Verknupfung aller
Minterme K, besteht:

y = Ky vK;v.... vK., k 2n-1

o Es darf dabei keine zwei Konjunktionen K;, K, miti ] geben,
die zueinander aquivalent sind.

© 2013 Burkhard Stiller M3 -32
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Disjunktive Normalform

0 Beispiele

o f(abc)= abc vabcv abc
Ist In DNF.

a f(abc)= abcvabvcabva(bcv bc)
Ist nicht in DNF, denn:

— a b enthélt nicht alle Variablen
— ab cund c ab sind aquivalent
— a(bcv b c)istkeine reine Konjunktion

© 2013 Burkhard Stiller M3 - 33
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Implikat

o Definition:
ielr:{_s/ sel D(xy,..-,X,) eine Disjunktion von Literalen
4 Li =L,v ... v L, oder die Konstante "0" oder "1"
a Der Term D (Xy,...,X,,) heifd3t Implikat einer Booleschen Funktion

V(X4 X)), wenn D — y

o Das helldt fur jede Belegung B € {0,1}" gilt:
Wenn D(B) = 0, dann ist auch y(B) = 0.

© 2013 Burkhard Stiller M3 —34
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Maxterm

o Definition:

Ein Implikat einer Booleschen Funktion y(x,,...,X..) heil3t
Maxterm, wenn ein Literal jeder Variable x; der Funktion y im
Implikaten genau einmal vorkommt.

a Maxterm-Beispiele fur die Booleschen Funktion y(Xy,...,X3):

X;V X5V Xq

X{ V Xy V Xq
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Konjunktive Normalform

o Definition:
Es sel eine Boolesche Funktion y(X,,...,X,) gegeben.

o Ein Boolescher Ausdruck heif3t konjunktive Normalform (KNF),
wenn er aus einer konjunktiven Verknupfung aller Maxterme D.
bestent:

QY = DyAaD;a ... AD, ,k 2n-1

o Es darf dabei keine zwei Disjunktionen D;, D; mit | # | geben,
die zueinander aquivalent sind.

© 2013 Burkhard Stiller M3 - 36
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Deutung: Disjunktive/Konjunktive Normalform

o Jeder Minterm einer DNF entspricht einer Zeile in der
Funktionstabelle, die den Funktionswert 1 liefert.

o Jeder Maxterm einer KNF entspricht einer Zeile in der
Funktionstabelle, die den Funktionswert O liefert.

o Disjunktive und konjunktive Normalformen sind eindeutige
Darstellungen!

— Bis auf Permutationen (z.B. abc, acb, bac, bca, cab, cba sind aquivalent)

| L]
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DNF und KNF

o In einer Funktion mit n Variablen konnen bis zu 2" Minterme
bzw. Maxterme auftreten. Fur n = 3 sind diese:

Minterm Maxterm
0 abc avbvec
1 abc avbvec
2 abc av bvec
3 abc avbve
4 abc av bvec
5 abc av bvec
6 abc av bvc
7 abc avbvece
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Beispiel: DNF und KNF

Um eine Funktion zu beschreiben, reicht die Angabe
aller Minterme (oder aller Maxterme) aus.

cba | y | Minterme Maxterme
000|1| abec

001|0 avb
010 |0 bve
011|1| abec

100| 1| abc

101 |0 avbvece
110 |0 bvece
111 |1| abc

DNF:y=(abc)v(@abc)v(abec)v(abc)
KNF:y=(avbvc)@avbvec)(avbvc)(@avbvec)

© 2013 Burkhard Stiller
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Herkunft der Bezeichnungen

o Funktionen aus genau einem Minterm liefern flr genau eine
Belegung den Funktionswert 1, d.h., abgesehen von der
trivialen Nullfunktion haben sie eine minimale Anzahl an Einsen.

o Entsprechend liefern Funktionen aus nur einem Maxterm fur
genau eine Belegung als Ergebnis 0, d.h., sie haben abgesehen
von der Einsfunktion die maximale Anzahl an Einsen.
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DNF oder KNF aus der Funktionstabelle

o DNF:
Aus der Funktionstabelle einer Funktion erhalt man die
Minterme, indem man in allen Zeilen mit dem Funktionswert 1
jeweils alle Eingangsvariablen mit A verknupft und dabei
Eingangsvariablen mit dem Wert O negiert. Durch die disjunktive
Verknupfung dieser Minterme kann ein Boolescher
Funktionsausdruck in DNF hergeleitet werden.

o0 KNF:
Aus der Funktionstabelle einer Funktion erhalt man die
Maxterme, indem man in allen Zeilen mit dem Funktionswert O
jewelils alle Eingangsvariablen mit v verknupft und dabel
Eingangsvariablen mit dem Wert 1 negiert. Durch die
konjunktive Verknupfung dieser Minterme kann ein Boolescher
Funktionsausdruck in KNF hergeleitet werden.

- -
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DNF oder KNF aus beliebiger Form

o Um Funktionen aus der DF bzw. KF in die DNF bzw. KNF zu
Uberflhren, ist der Shannonsche Entwicklungssatz behilflich.

a Entwicklung nach der Variablen x;:
— die Variable wird in der Funktion auf den Wert 1 gesetzt,
— der entstehende Term konjunktiv mit x; verkntpft,

und v -verknupft mit:
— die Variable wird in der Funktion auf den Wert O gesetzt und
— der entstehende Term konjunktiv mit x, verkniipft

= f(Xqyees X))

Gyf(xjL Xi-l@iﬂ 100@ (X1 ey xi_jLi+1

7 Xo)]

<
I
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Beispiel:

y=abcvabvbc
Shannon-Entwicklung nach a und a _ _ o
—a[l bcv1lbvbc]valObcv 0Obvbc]
H4: IB:Oun_dH?::va:x_ B
—al[ bcvbc]valbvbc]

Syntaktische Anpassung der Terme, Sortierung von b nach nicht- und negierten Literalen
und H3: X A 1 =X

—a[b(c)v b(c)]valb(c)v b(1)]
Erweiterung von ¢ im letzten Term Uber H4: cv c =1

—a[b(c)v b(c)]valbcvb(cvec)]
Distributivgesetz (Ausmultiplizieren)

—abcvabcvabcvabcvabec
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Beispiel: Shannon-Baum

a a
bcvbc bv bc
C C C 1
c/ \c c/ \c ¢ \c c/ \c

1 0 1 0 1 0 1 1

Nachdem die Funktion nach allen Variablen entwickelt wurde, kbnnen die
Minterme durch Verfolgen der Aste des Baums gefunden werden, die zu einer 1
fihren.

- -
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DNF und KNF

Wiederholung:

o Disjunktive und konjunktive Normalformen sind eindeutige

Darstellungen!
— bis auf Permutationen (z.B. abc, acb, bac, bca, cab, cba sind aquivalent)

Beispiel: y=a b v c

a DNF; y=abcvabcvabcvabcvabec

o KNF: y=(avbvc)a(avbvc)a(av bve)
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Minimalformen (1)

o Ziele:

— ,Moglichst kurze* Boolesche Ausdrlcke flr eine gegebene Boolesche Funktion.
— Technische Realisierung einer Schaltung mit moglichst geringen Kosten.

a Ahnlich zum Aufbau der disjunktiven und konjunktiven

Normalform gibt es eine disjunktive (DMF) und konjunktive
(KMF) Minimalform.

o Es kann mehrere disjunktive und konjunktive Minimalformen fur
die gleiche Funktion geben.
— Beispiel:
ey=abvbcvac und
ey=acvbcvab
stellen dieselbe Funktion dar, beides sind disjunktive Minimalformen.

| L]
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Minimalformen (2)

o Das Auffinden einer Minimalform ist insbesondere flr
Funktionen mit einer groReren Anzahl von Variablen keine
triviale Aufgabe.

o Oft konnen nur suboptimale Losungen unter Verwendung von
Heuristiken gefunden werden.

o Bel Minimierungsverfahren geht man in zwei Schritten vor:
— Es wird eine Menge von Implikanten bzw. Implikate der Funktion y mit einer
moglichst geringen Anzahl von Literalen gebildet.
— Aus dieser Menge wird eine mdglichst geringe Anzahl von Implikanten bzw.
Implikate herausgesucht, deren Disjunktion bzw. Konjuktion die Funktion y
ergeben.
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NAND/NOR-Konversion

a ( A )-System (NAND-System) und ( v )-System (NOR-System)
sind vollstandige Operatorensysteme

= beliebige disjunktive und konjunktive Ausdriicke konnen mit
NAND- und NOR-Verknupfungen dargestellt werden.

>

U

Fall:

Fun
Fun
Fun
Fun

Uberflihrungen (vier Falle):
Fall:
Fall:
Fall:

ktion in disjunktiver Form = ( A )-System
Ktion in disjunktiver Form = ( v )-System
Ktion in konjunktiver Form = (' v )-System

Ktion In konjunktiver Form = ( A )-System

Warum sind diese Uberfiihrungen relevant?

= Einfache Implementierung in Hardware!
— NANDs/NOREs sind sehr einfach in Schaltungen realisierbar.

© 2013 Burkhard Stiller
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NAND-Konvertierung (Beispiel: 1. Fall)

o 1. Fall: B
Funktion in disjunktiver Form = ( A )-System

Gegeben sei eine Funktion in disjunktiver Form.

a Uberflihrung:
1. Doppelte Negation
2. Anschlie3ende Anwendung der DeMorganschen Regeln

a Dann erhalt man einen Ausdruck, der nur noch NAND als
Operator enthalt.
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Beispielrechnung

y = abcvabcvabcvabec
- abcvabcvabcvabec
- abcarabcarabcaabec

= NAND,(NAND,( a, b, c ), NAND,(a, b, c),
NANDs(a, b, c ), NAND,( a, b, c))
Dabel ist NAND, (X4,...,X,) eine k-stellige Funktion, fur die gilt:

( Ofirx,=..=x.=1
NAND, (Xy,...,X;) | 1 sonst
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NAND,-Funktion

Darstellung der NAND,-Funktion durch den A Operator:

Problem: Die Operatoren A und v sind nicht assoziativ.
(X; AX)) AXgZE Xy A(Xy A Xg)

(X, VX)) VXgZE X V(X V Xg)

NAND(Xy, Xo, Xg) = Xy A Xy A Xg = (X; A X)) A Xg

(X AXy) AXg =X AXpAXg 7

X, A Xy AXg) = XgA Xy A Xg
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Wichtige Zusammenfassung

o Schaltalgebra
— Boolesche Ausdricke und Funktionen
— Vollstandiger Operatorensysteme

o Darstellung
— Funktionstabelle
— Symbolische Form
— Shannon Baum (Graph)

o Normalformen
— Produktterm und Literal
— Disjunktive Normalform:
o Implikant und Minterm

— Zeile einer Funktionstabelle mit dem Funktionswert 1

— Konjunktive Normalform:
* Implikat und Maxterm

— Zeile einer Funktionstabelle mit dem Funktionswert O

o Minimalformen

— Nicht eindeutig, aber ,kurz® in Form notwendiger Min-/Maxterme
© 2013 Burkhard Stiller M3 — 52
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Modul 3: Schaltnhetze

© 2013 Burkhard Stiller

Formale Grundlagen logischer Beschreibungen
— Boolesche Algebra, Schaltalgebra

Normal- und Minimalformen
Realisierung von Schaltnetzen auf
Schalter- und Gatterebene

Entwurf von Schaltnetzen
— Logikminimierung, KV-Diagramme
— Programmierung von Funktionen

Laufzeiteffekte bei Schaltnetzen
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Realisierung von Schaltnetzen

Hierarchie:

0 Register-Transfer-Ebene: logische Bausteine als

Grundelemente (Grundlage der Programmierung)

— Multiplexer, Schieberegister, Addierer, ... In folgenden Modulen
ein wenig diskutiert

o Gatterebene: logische Gatter |n M3 soeben theoretisch
— UND, ODER, NAND,... gezeigt, jetzt in Gatter Ubersetzt

0 Schalterebene: Transistoren als Schalter
— Elektrotechnische Grundlagen Beispiel in M1 erwéhnt

o Layoutebene: Transistortechnologie
— Elektrotechnische Grundlagen Beispiel in M1 erwahnt

© 2013 Burkhard Stiller M3 — 54 Ifl



Gatterebene

o Abstrahierung von der internen Realisierung der
Verknupfungsbausteine

o Beschrankung auf das logische Verhalten

— Abbildung logischer Funktionen auf Schaltungen ohne tiefergehende
elektrotechnische Kenntnisse

o Verknupfungsbausteine werden durch Schaltsymbole
dargestellt
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Schaltsymbole (DIN 40900 Telil 12, ANSI/IEEE-
Standard 91-1984, IEC-Standard & US-Symbole)

a7l & Ly g a-{1 p-a

S:}y E‘Dy a—Do—a

UND-Verknupfung ODER-Verknupfung Negation

a- & a d>1 a
I STE P SRS P

NAND-Verknlupfung NOR-Verknupfung

Verknupfungsbausteine dieser Art werden Gatter genannt.

| L]
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Bedeutung der Zeichen

& : andere Schreibwelse fur A

1 . der Ausgang ist genau dann 1,
wenn an 1 Eingangen eine 1 liegt

° : Negation

Weitere Symbole, alte Darstellungen und die Logik hinter
den Symbolen finden sich im Web!
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Antivalenz-Gatter

Aus einfacheren Gattern lassen sich hierarchisch komplexere
Gatter aufbauen, die teilweise eigene Symbole besitzen.

7/////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
“

“

“

a.._é 9

21

w

& H—e awhb
“
“

=
b
@

@

“ a

/
LEEEEI A

—

Antivalenz als Komposition funf einfacherer Schaltglieder.

Geeignet zur Uberlauferkennung (siehe M2)
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Aquivalenz-Gatter

i i i i rar sy

O

\\\\\\\.\.\\t\\\\\\\‘\\\:

Ry

o

d

1 Pp—

&

ARRR AR AR AR RS R R R A N

2]-'——%——. Ei€—>b

O Q©
[ |

SRR AR L R A A S N S SN RN RS LR

s

o o i r i a o a s addrasss

Aquivalenz als Komposition fuinf einfacherer Schaltglieder.
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Modul 3: Schaltnhetze

© 2013 Burkhard Stiller

Formale Grundlagen logischer Beschreibungen
— Boolesche Algebra, Schaltalgebra

Normal- und Minimalformen
Realisierung von Schaltnetzen auf
Schalter- und Gatterebene

Entwurf von Schaltnetzen
— Logikminimierung, KV-Diagramme
— Programmierung von Funktionen

Laufzeiteffekte bei Schaltnetzen
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Entwurf von Schaltnetzen (1)

o Praktischer Entwurf von Schaltnetzen muld beachten, dal3
— reale Gatter keine idealen Verknupfungen sind, sondern z.B. Warme abgeben,
— reale Gatter Platz bendétigen (Quadratmicrometer) und
— reale Gatter Verzdgerungszeiten besitzen (Microsekunden).

o Tell 1: Technische Kriterien:
— Leistungsaufnahme, Schaltzeit, Platzbedarf, Material, Lebensdauer
— Korrekte Realisierung unter Beachtung des statischen und dynamischen
Verhaltens der verwendeten Bauelemente (Hasards und Wettlaufe)
— Berlcksichtigung technischer Beschrankungen, z.B. begrenzte Anzahl von
Eingdngen der Logikelemente, begrenzte Belastbarkeit von Elementausgéangen

a Teil 2: Okonomische Kriterien
— Geringe Kosten fur den Entwurf (Entwurfsaufwand), z.B. Lohnkosten, Kosten fir
Rechnerbenutzung zur Entwurfsunterstttzung
— Geringe Kosten fur die Realisierung (Realisierungsaufwand), z.B. Kosten fur die
eingesetzten Bauelemente (bei der Herstellung integrierter Schaltkreise wird die
Realisierung auf einer moglichst kleinen Chipflache gefordert)
o 2013 s EliNge Kosten fur Inbetriebnahme, Jayfenden Betrieb, z.B. Test, Wartung ifi



Entwurf von Schaltnetzen (2)

o Grenzen zwischen technischen und okonomischen Kriterien
sind teilweise fliel3end.

o Einzelne Kriterien stehen auch im Widerspruch zueinander.

— z.B. Erhéhung der Zuverlassigkeit = Erhdhung der Kosten
geringere Realisierungskosten = hohere Entwurfskosten

= Aufgabe des Entwerfers besteht darin, flr eine bestimmte
Problemstellung den gunstigsten Kompromiss zu finden.

o Ziel des Entwurfs: Unter Einhaltung bestimmter technischer
Kriterien vor allem einen gunstigen Kompromiss bezuglich der
okonomischen Kriterien anzustreben, um so zu einem Minimum
an Gesamtkosten zu gelangen.

| L]
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Minimierungsverfahren

o Grundlage:
— Realisierung der Schaltnetze in zweistufiger Form

o Darstellungsform, deren Realisierung die geringsten Kosten
verursacht, bezeichnet man als
— Minimalform

o Der Vorgang der Erzeugung einer Minimalform wird als
— Minimierung bezeichnet.

o Es gibt drei Arten von Minimierungsverfahren:
— Algebraische Verfahren
— Graphische Verfahren
— Tabellarische Verfahren

o Algebraische und graphische Verfahren eignen sich nur flr
Funktionen mit bis zu 5/6 Variablen, danach werden sie zu un-
tbersichtlich. Danach wendet man tabellarische Verfahren an.

| L]
© 2013 Burkhard Stiller M3 - 63 Ifl



Praktische Einordnung

ufgabenstellung Primterme Auswabhl

riablenanzahl £ 6 KV-Diagramm KV-Diagramm
Ub abelle
Geg. DF(KF) consensus Uberdeckungstabelle
Ges. DMF(KMF) Quine-McCluskey
[Disj./Konj. Minimalform]
Geg. DF(KF) Nelson Uberdeckungstabelle

Ges. KMF(DMF)
[Disj./Konj. Form]

Fur erweiterte/leistungsfahigere Verfahren wird auf die Literatur verwiesen!
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Graphische Verfahren

o Das KV-Diagramm (nach Karnaugh und Veith)

— Auch oft nur Karnaugh map, Karnaugh-Diagramm

0 Ausgangspunkt ist ein Rechteck, dessen rechte Halfte der
Variablen a und dessen linke Halfte a zugeordnet wird:

— ad—

0 1

KV-Diagramm fur eine Variable
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KV-Diagramm (1)

o Die Zahl in den Feldern gibt den Index der Variablenbelegung
an.
— Index des Minterms, der dort den Wert 1 annimmt.

o Durch Eintragen der Wahrheitswerte O oder 1 in die Felder des
KV-Diagramms wird eine Boolesche Funktion charakterisiert.

o Das KV-Diagramm ist eine weitere Darstellungsform Boolescher
Funktionen (Alternative zur Funktionstabelle).

—d— —a-—
Y. y=a Z Z

011 110

0 1 0 1

[
QDI

| L]
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KV-Diagramme (2)

o KV-Diagramme flr mehrere Variable erhalt man durch
Spiegelung (fur jede neue Variable verdoppelt sich die

Anzahl der moglichen Belegungen)

a a
0 1 0 1 5 4 0
2 3 b 2 3 7 6 b 2

11

15

14

d 10

13

12
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KV-Diagramme (3)

o Jedes Feld hat eine eindeutige Variablenzuordnung, die an den

Randern abgelesen werden kann:

— Feld 11 hat die Zuordnung: ab c d.

o Der Index in den Feldern gibt den

Index der zum Feld geh6renden
Variablenbelegung an (Variablen

In umgekehrter alphabetischer

Reihenfolge angetragen).

10

11

15

14

— Feld11 = 1011, = d cbha

13

12
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KV-Diagramme — Erstellung (1)

o Funktion sei in Tabellenform gegeben:
— Jede Zeile der Funktionstabelle entspricht einem Feld im KV-Diagramm.

= FUr jede Zeile der Funktionstabelle sucht man das zugehorige Feld im KV-
Diagramm und tragt den Funktionswert ein.

o Trick, um das Auffinden der Felder im KV-Diagramm zu
erleichtern:

— Man schreibt die Eingangsvariablen in ,umgekehrter alphabetischer Reihenfolge*
In die Tabelle.

— Dann kann das KV-Diagramm gemalf der Indizierung seiner Felder mit den
Werten ausgeflllt werden, welche die Tabelle beim Durchlaufen von oben nach
unten liefert.
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KV-Diagramme — Erstellung (2)

Beispiel: y= abvbcv abc

Funktionstabelle: Damit ergibt sich das

Index |c b a]y folgende KV-Diagramm:
0 O 0 0|0 g
1 O 0 1|0
2 O 1 01 OO O1 O5 14
3 O 1 1|0 - - .
4 1 0 01 12 03 17 16 |b
5 1 0 110 C
6 1 1 0|1
7 1 1 1|1
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Eigenschaften der KV-Diagramme (1)

0 Wesentliche Eigenschatft:

— Symmetrisch zu einer Achse liegende Minterme unterscheiden sich lediglich in
einer Variablen.

o Beispiel: S
MintermO= c b a
— a— MintebPm 1= c b a
oder Minterm0= c b a
0 1 5 4 Minterm4 = c b a
| -
b oder Minterml= cb a
2 3 7 611 Minterm3= c b a
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Eigenschaften der KV-Diagramme (2)

o0 Nach den Regeln der Booleschen Algebra lassen sich Terme,
die sich nur in einer Variablen unterscheiden, zusammenfassen:

0 Beispiel: B B
abcvabc=ab (cvc)
=a b

0 Es entsteht ein Term ohne diese Variable.

o Symmetrisch zu den Achsen
des KV-Diagramms liegende 0|0 0|0
Minterme lassen sich zu
einem einfacheren Term 0 [ 1
zusammenfassen.
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Definition: Primimplikant

o Ein Implikant p ist Primimplikant, falls es keinen
Implikanten g # p gibt, der von p impliziert wird

VQ: q#p & —=(p—Q)

o d.h., pist von grof3tmaoglicher Ordnung (p umfasst einen
maximal grof3en Einsblock).

o Es qilt:
Jede Funktion ist als Disjunktion ihrer Primimplikanten
darstellbar.
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Herauslesen der Primimplikanten

o Herauslesen der Primimplikanten aus dem KV-Diagramm:

— Man versucht, mdglichst grol3e Blocke von Einsen im Diagramm zu finden, wobei
jeder Einsblock 2k Felder umfassen mul3.

Beispiel: -
f=abcwvacvabc
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Beispiel

Vier Minterme: B
(@bc,abc abec abc

Dreil Primimplikanten:
Implikanten erster Ordnung
(ab,ac boc

Aber: (a b, b c) geniigen
eigentlich!

acf=zabcvabcvabcvabec
—abwvac vbc=abvbc

© 2013 Burkhard Stiller
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Herauslesen einer Funktion

Auffrischung:
a Definition:
Es seil D(x,,...,X,,) eine Disjunktion von Literalen
V L =L,v...v L, oderdie Konstante ,0“ oder ,1"
a Der Term D (Xy,...,X.,) heifd3t Implikat einer Booleschen Funktion
Y(X1,....Xp) [f Funktion von x],
wenn D — vy [y Produktterm aus Literalen dieser x|
o Das heildt fur jede Belegung B € {0,1}" gilt:
Wenn D(B) = 0, dann ist auch y(B) = 0.

o Yy ist Implikant von y, wenn y die Funktion y impliziert, d.h.
wenn die Menge aller Einsstellen von y in der Menge aller
Einsstellen von y enthalten ist.
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Beispiel (1)

Beispiel: f = Minterme (0,2,4,5,6,7)
a a
0 1 O]l 1|1
0 1 5 4] 0 1 5 4
2 03 7 16 P 2 03 @;E
C C
g = abc g=bc
ist Implikant Ist Implikant

1

0

1

0
3

o -

g=a
Ist Implikant

ifi



Beispiel (2)

Beispiel: f = Minterme (0,2,4,5,6,7)

a a
110111 1(0 ( 1 T)
0 1 5 4 0 1 5
| |
Al 0| 1]|D]b 1] 0 [\a] 1)|b
2 3 7 6] 1 2 3 6] I
C C
g=>b g=-c
ist KEIN Implikant ist Implikant
© 2013 Burkhard Stiller M3 - 78
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Implementation von Funktionen

o Implementation regelmaliig wiederkehrender Funktionen.

Zwel Varianten werden diskutiert:
— Uber Multiplexer/Demultiplexer
— Speicher

o Ein Multiplexer (Abkirzung: MUX) ist ein Baustein mit mehreren
Eingdngen und einem Ausgang, wobei tber n Steuerleitungen
einer der 2" Eingange auf den Ausgang geschaltet wird.

o Multiplexer werden nach ihrer Grof3e als 2™:1 - Multiplexer
(alternativ als 1-aus-2"- Multiplexer) klassifiziert.
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1-aus-4-Multiplexer

o Schaltbild und logisches Verhalten:

0
D 50 0 S0
e R o e 8%
o 0 0 1 & So—
a
CHE A =
R0 3 1 1 & 30
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Logische Funktionen mit Multiplexern

o Ein Multiplexer kann nicht nur zur Steuerung von Datenfllissen
sondern auch zur Realisierung logischer Funktionen verwendet
werden.

o Man kann mit einem 2": 1 - Multiplexer eine logische Funktion
mit n+1 Variablen implementieren.

o Hierzu wird die sog. Implementierungstabelle verwendet.
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Implementierungstabelle

o Die Tabelle besteht aus:
— 2" Spalten flr die mdglichen Belegungen der n Steuereingange
— 2 Zeilen fur die negierte und nicht negierte (n+1)-te Variable

0 In die Tabelle werden die Funktionswerte in Abhangigkeit von
den Variablen eingetragen.

0 Anschliel3end betrachtet man jede Spalte fur sich und ordnet ihr
eine einstellige Funktion g € {0, 1, a, a} zu, mit der dann der
Eingang belegt wird, der zu der entsprechenden
Steuervariablenkombination gehort.
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Beispiel

Realisierung einer Funktion mit Multiplexer:

f=acvbcvabc

Implementierungstabelle bei Wahl von b und ¢ Realisierung
als Steuereingange: 10
cb|loo 01 10 11 b o O}G_o
coH1
a=0 00| 1|1
Ooqo0
a=11 0|1]1]0 2 ol 1
_ = 1o
f=10 a 1 a 3o
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Demultiplexer/Dekoder (1)

o Der zum Multiplexer korrespondierende Baustein, der einen
Eingang abhangig von n Steuerleitungen auf einen von 2"
Ausgangen schaltet, heildst Demultiplexer.

o Beispiel:
DX 51 So| 8 @1 a, ag

s OF—= 2
00l 0 0 0 |e 0 0 O

Slo—'l 3 'I—Oal
01 o e 0 o0

2_°az
1 0 |0 0 e O

60— 3 °a3
1 1 |0 0o 0 e

Schaltbild und logisches Verhalten eines 1-auf-4-Demultiplexers

| L]
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Demultiplexer/Dekoder (2)

o Man beachte:
— der Demultiplexer hat einen Enable-Eingang e sowie n Eingange s, flr eine
Dualzahl, die an den 2" Ausgangen &, dekodiert bereitgestellt wird.

o Enable-Eingang e = 0, dann liegen alle Ausgange auf O
ansonsten wird eine 2-bit-Zahl dekodiert,
z.B. wird bei Anlegen der Zahl 2 (s,= 1, s,= 0)
der Ausgang a,= 1 und alle anderen Ausgange bleiben O.

o Der Demultiplexer wird deshalb auch Dekoder genannt.
(Speich.)

| L]
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Realisierung mittels Speicherbausteinen

o Bel den bisher behandelten Bausteinen (Gatter, Multiplexer,
Dekoder) war die Funktion fest vorgegeben.

= festverdrahtete Logik

o Hoherintegrierte Verknupfungsbausteine missen die Flexibilitat
bieten, an viele verschiedene Anwendungen anpal3bar zu sein.
Diese Anpassung wird als Personalisierung oder als
Programmierung bezeichnet.

= mikroprogrammierte Logik
(siehe M6 fur entsprechende CPUS)
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Schematischer Aufbau eines
Speicherbausteins

Speicheranordnung, in der
beliebige Funktionstabellen
abgelegt werden.

DX 0 L L
[ I
o—0 .
n Eingangs- 1t G nL : 2" Minterme/
variablen N 2°-1 ' Adressen
2ny 20} 20y
21 (| 21 (. . .. 21
| | l
o o o
0 1 m-1

m Ausgangsvariablen
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Organisation von Speicherbausteinen

© 2013 Burkhard Stiller

Speicher-
Element

'.:f:-':'-';:{f-jf:;ifjj. Lese/Schreib-

% “[Verstarker

T ._: logik &
T Baustein- |
77 Auswahl |’

Aot Schalter

Spaltenauswahl-
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Erlauterung zum Speicherbaustein

o Durch das Anlegen von Eingangssignalen wird eine
Speicherzelle ausgewahlt (adressiert) und der dort gespeicherte
Funktionswert an den Ausgangen zur Verfugung gestelit.

o Die Leitungen, die den Dekoder verlassen, entsprechen also
den Mintermen von n Eingangsvariablen, also den Zeilen der
Funktionstabelle.

o Das Speichern einer 1 flr eine bestimmte Ausgangsvariable i
bedeutet, dald dieser Minterm in die ODER-Verknupfung am I-
ten Ausgang einbezogen wird, eine 0 heil3t, dald der Minterm
nicht benutzt wird.
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Speichertypen (1)

o Je nach Personalisierung des Speicherbausteins unterscheidet
man verschiedene Speichertypen.

o ROM (Read Only Memory):

o Speicherbausteine, auf die nur lesend zugegriffen werden kann.
Programmierung beim Hersteller (maskenprogrammierbare

ROMSs), wird wahrend der ganzen Lebenszeit des Bausteins
beibehalten.

| L]
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Speichertypen (2)

o PROM (Programmable Read Only Memory):

o Programmierbare ROMs, die erst vom Benutzer programmiert
werden.

o Programmierung:
— Durchbrennen von mikroskopisch kleinen Verbindungen (engl.: fusible link)

— Auf den Baustein aufgebrachte Ladungen, die tber Jahre hinweg durch
physikalische Prozesse festgehalten werden (engl.: stored charge).

© 2013 Burkhard Stiller M3 -91 Ifl



Speichertypen (3)

o0 EPROM (Erasable Programmable Read Only Memory):

o Ein benutzerprogrammierbarer Speicherbaustein, durch UV-
Licht wieder I0schbar und dann neu programmierbar.

o Quarzfenster auf der Bausteinoberflache.

o Es gibt auch Speicherbausteine, die elektrisch (durch das

Anlegen hoherer Spannungen) geldoscht werden kdnnen
— EEPROM: Electrically Erasable PROM
— EAROM: Electrically Alternable ROM.
— Anwendung z.B. Speicher bei Digitalkameras (Compact Flash, Memory Stick)
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Speichertypen (4)

o RAM (Random Access Memory):

o Speicher, auf die wahrend des Normalbetriebs lesend und
schreibend zugegriffen werden kann.

o Ein RAM-Baustein verliert seine Programmierung, wenn er von
der Spannungsversorgung abgetrennt wird.

o Man unterscheidet :
— Dynamische RAM-Bausteine (DRAM)
— Statische RAM-Bausteine (SRAM).
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Dynamische RAM-Bausteine (DRAM)

o Ein Kondensator dient als Ladungsspeicher, und ein Transistor
wird zum Ankoppeln an diesen Ladungsspeicher bendtigt.

o Der Speicherinhalt mul3 in regelmaldigen Zeitabstanden
,2aufgefrischt" werden (memory refresh).
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Statische RAM-Bausteine (SRAM)

o Als Speicherzelle wird ein Flipflop verwendet
(Erklarung folgt in Modul 4).
— Die Speicherzelle halt ihre Programmierung auch ohne Regeneration.
— Die Zugriffszeit bei einem statischen RAM ist wesentlich klrzer als bei einem

dynamischen RAM.
— Eine statische Speicherzelle benotigt etwa 6 bis 8 Transistoren, eine dynamische

dagegen deutlich weniger (z.B. ein Transistor).

Wiord Line

t
— F |D’ F
i [ " ]
Bit Line
True M ’_ M

GO
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Memresistor

Einfacher Aufbau

Memristoren sind wesentlich
einfacher aufgebaut als etwa
Flashspeicher - und so ginstiger
herzustellen. Sie bestehen im
Prinzip aus rechtwinklig
gekreuzten Leiterbahnen und einer
Speicherschicht aus Silizium

Materialvielfait

Die Speicherschichten eines
Memristors lassen sich sowohl aus
diversen Metallen als auch aus
nichtmetallischen Stoffen fertigen.
Die Rice Universitat entdeckte
jungst, dass auch Siliziumoxid als

Speichermaterial taugt Silizium-
oxid —

Neuling Der Memristor ist das 2008 einge-
fihrte vierte elektronische Bauteil. Er er-

moglicht Speicher so schnell wie RAM - die
ihren Inhalt aber auch ohne Strom behalten
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Gegenutberstellung von RAMs und ROMs

0 Unterschiede zwischen RAMs und ROMs betreffen vor allem:
— Lese-/Schreib-Mdglichkeiten (RW; read-write)
— Zugriffszeiten (ZZ; far R/W)
— Speicherpermanenz ohne Spannungsversorgung (SP)
— Realisierbare Speichergrof3e (SG)

ROM PROM EPROM Flash-PROM  DRAM  SRAM

RW R R R((W)) R (W) RW RW
L] + + + /- + /- ot e
SP + + + + — —

5G + + + + = -
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PLA (Programmable Logic Array)

o Bisher wurde die gesamte Funktionstabelle in einem
Speicherbausteinen abgespeichert und die Funktion durch ihre
DNF (Disjunktive Normalform) realisiert.

o Verwendet man stattdessen die DMF (Disjunktive Minimalform),
lassen sich Funktionen oft sehr viel kompakter darstellen.

o PLA (Programmable Logic Array):

o Im Unterschied zum ROM werden bei PLA eingangsseitig nicht
Minterme, sondern Primimplikanten der Minimaltberdeckung
erzeugt.

a0 Dazu wird der Dekoder durch eine UND-Matrix ersetzt.
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FPLA und PAL

o PLAs werden ahnlich wie ROMs bereits bel der Herstellung
personalisiert.

o Ein vom Benutzer zu programmierendes PLA mit fest
vorgegebener Anzahl von Eingangsvariablen n, Produkttermen
k und Ausgangsvariablen m wird FPLA (field programmable
logic array) genannt.

o Alternativ dazu werden PAL-Bausteine (programmable array
logic) angeboten, bei denen die UND- bzw. ODER-Matrix
bereits in der Herstellung personalisiert wurde.
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Beispiel: PAL-Realisierung

Die (schon minimierten) Funktionen
ff=ab vac und fzzagvacvabc
sollen mit einem PAL realisiert werden:

- _____ _ ___ _ __
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% @ @ ® ™ ac
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% % . |
% - ® % » ® - ac
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% %
% %
% % —
% _
1 —ab
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% /
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a b C f f

1 2
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Modul 3: Schaltnhetze

© 2013 Burkhard Stiller

Formale Grundlagen logischer Beschreibungen
— Boolesche Algebra, Schaltalgebra

Normal- und Minimalformen

Realisierung von Schaltnetzen auf
Schalter- und Gatterebene

Entwurf von Schaltnetzen
— Logikminimierung, KV-Diagramme
— Programmierung von Funktionen

Laufzeiteffekte bei Schaltnetzen
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Laufzeiteffekte

0 Auf der Gatterebene wurden die Gatter bisher als ideale
logische Verknupfungen betrachtet.

o In der Realitat werden Gatter jedoch z.B. mittels Transistoren,
Widerstande, Kapazitaten realisiert (Layoutebene).

o Der zeitliche Signal-Verlauf eines realen Gatters weicht vom
Verlauf der idealen booleschen Grof3en ab.

- -
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Realer und idealer Signalverlauf (Inverter)

Uyt uo
X(1) y()

Eingangs-
spannung A (1)

|
{ w

—>
Zelit t
Ausgangs- y(t)
spannung A
U,
—>
Zet t
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Realistischere Beschreibung von Gattern

0 Um die Effekte auf der Gatterebene annahernd zu beschreiben,
gibt es eine Reihe verschieden komplexer Modelle.

o Einfaches Modell: Totzeitmodell

— Es werden lediglich die durch Gatter und Leitungen entstehenden Totzeiten
bertcksichtigt.
— Ein reales Verklupfungsglied (Gatter) wird modelliert durch:

* Einideales Verknupfungsglied ohne Verzdgerungsanteil und

* Ein Totzeitglied als reines Verzogerungsglied (steht fir die Schaltzeit des
Gatters und ggf. fir Leitungsverzdgerungen).

0 Das zeitliche Verhalten einer binaren Grofde hinter einem
Totzeitglied ist dasselbe wie dasjenige vor dem Totzeitglied,
aber um die Zeit T versetzt:

a) —{ 1 bw=acn

- -
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Beispiel: Totzeitmodell eines Inverters

o Mit Hilfe dieses einfachen Modells lassen sich Laufzeiteffekte
bereits sehr gut modellieren (auch wenn dieses Modell noch
sehr idealisierend ist!).

x(t)

O 1
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Beispiel: Inverteranwendung

Gegeben:

e I >1 d

Beide Gatter haben eine Verzdgerungszeit von 1 ns.
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Zelt-Diagramm

011000

ED_

110011

111101

>1 T

© 2013 Burkhard Stiller

M3 - 107

9

10 11 12

| t/ns

a

ifi



Verhalten eines Schaltnetzes bei Anderung
der Eingabebelegung (1)

0 ldeales Schalthetz:

o Das Ausgangssignal andert sich nicht, wenn alte und neue
Belegung denselben logischen Verknupfungswert liefern.

o Das Ausgangssignal andert sich genau einmal, wenn alte und

neue Belegung verschiedene logische Verknlpfungswerte
liefern.
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Verhalten eines Schaltnetzes bei Anderung
der Eingabebelegung (2)

0 Reales Schaltnetz:

o Die Anderung lauft auf verschieden langen Wegen mit
verschiedenen Verzogerungen durch das Schaltnetz.

a Mehrfache Anderungen des Ausgangssignals sind maoglich, bis
sich der stabile Endwert einstellt

=» Hasardfehler
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Beispiel

Funktion:

© 2013 Burkhard Stiller

a=ee,vee;
® 1 P4 1 L «
&1 = 2
X >1
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Eingabewechsel

o Es sollen die folgenden Eingabewechsel betrachtet werden:

a) Die Eingange e, und e, seien konstant 1,
der Eingang e, wechsle von 0 auf 1
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Funktion: a=e,e, v e e,

Funktionswerte bei den Ubergangen: _ e —
1
(es,e5,e,) = (1,1,0) = a=1 IIE!
1| 1o0]] e,
(es,e5,67) =(1,1,1) = a=1 — e —

= korrektes Verhalten bei den Ubergangen.

Bei beiden Ubergangen darf sich der Wert von a nicht &ndern.
Er mul3 konstant 1 bleiben.

Genau dieses Verhalten kann jedoch nicht garantiert werden !
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Das Verhalten anhand des Totzeitmodells
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Das Verhalten anhand des Totzeitmodells

37
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Ergebnis

o Beim Wechsel e, von 0 auf 1 liefert das Ausgangssignal nicht
standig den korrekten Funktionswert

=» Hasardfehler

o Beim Wechsel e, von 1 auf O ist das Ausgangssignal hingegen
korrekt
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Begriffe: Eingabewechsel, Ubergang

o Definition:

Ein Eingabewechsel ist die Anderung einer oder mehrerer

Eingangsvariablen zu einem bestimmten Zeitpunkt.

— Falls sich mehrere Eingangsvariablen andern sollen,
S0 mussen sie dies gleichzeitig tun.

o Definition:

Ein Ubergang ist der Vorgang im Schaltnetz, der vom
Eingabewechsel ausgelost wird. Er beginnt mit dem
Eingabewechsel und endet mit dem Eintreten des neuen
Ruhezustandes.
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Begriffe: Hasardfehler - Hasard

o Definition:

Ein Hasardfehler ist eine mehrmalige Anderung der
Ausgangsvariablen wahrend eines Ubergangs.

o Definition:

Ein Hasard ist die durch das Schaltnetz gegebene logisch-
strukturelle Vorbedingung fur einen Hasardfehler, ohne
Berucksichtigung der konkreten Verzogerungswerte.
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Hasardbehaftete Ubergange (1)

o Jeder Hasard Ist eine Eigenschaft eines bestimmten
Uberganges im Schaltnetz.

o Zur Betrachtung, ob ein bestimmter Ubergang hasardbehaftet

Ist oder nicht, interessiert nur:
— Die logische Funktion, die durch das Schaltnetz realisiert wird.
— Die Struktur des Schaltnetzes, d.h. die Anzahl, die Verknupfungsfunktionen und
die genaue Anordnung der Gatter zur Realisierung der Funktion, nicht jedoch die
tatsachlichen Verzdgerungswerte der verwendeten Gatter.
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Hasardbehaftete Ubergange (2)

a Tritt in einem konkreten Schaltnetz bei einem bestimmten
Ubergang ein Hasardfehler auf, so ist dieser Ubergang
hasardbehaftet, also:

Hasardfehler — Hasard

a Die Umkehrung gilt jedoch nicht: Ist ein Ubergang
hasardbehaftet, so folgt hieraus nicht notwendigerweise das
Eintreten eines Hasardfehlers.

Hasard A ungunstige Verzdgerungswerte — Hasardfehler
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Beispiel 1

’EO ty
1 [r——
1
u 1 é
X * 1
S 0 & 0
: 1 4 1
& 0 &, 0
—— ‘T
- 1 — 1
1 . 0
T . T
— =
X ’ | 1
2 0 X5 . 0
3t / 31
X 1 i 1
3 \ . 0 X3 0
= . ? .
Hasardfehler kein Hasardfehler

Der Ubergang (e,,e,,e,) : (1,1,0) — (1,1,1) ist hasardbehaftet, da es
die Mdoglichkeit zu einem Hasardfehler gibt.

- -
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Funktionshasard

o Definition:

Ein Funktionshasard ist ein Hasard, dessen Ursache in der zu
realisierenden Funktion liegt.

o Ertritt in jedem moglichen Schaltnetz flr diese
Funktion auf. Er kann nicht behoben werden.

= FUr ein konkretes Schaltnetz mit Funktionshasard kann zwar
der Funktionshasardfehler durch gtnstige Wahl der
Verzogerungswerte behoben werden, nicht jedoch der Hasard
selbst.
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Strukturhasard

o Definition:
Ein Strukturhasard ist ein Hasard, dessen Ursache in der
Struktur des realisierten Schaltnetzes liegt.

a Ein Strukturhasard kann deshalb immer durch Anderung der
Schaltnetzstruktur bei gleicher Schaltnetzfunktion behoben

werden.

= Es ist grundsatzlich moglich, ein anderes Schaltnetz zu
entwerfen, welches dieselbe Funktion realisiert und den

Strukturhasard beseitigt.
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Statischer 0O-Hasard

a Analog zu den Ubergangen werden die Hasards als statisch

bzw. dynamisch bezeichnet, je nachdem, bei welcher Art von
Ubergang sie auftreten.

a Ein Hasard in einem statischen 0-Ubergang heif3t statischer O-
Hasard.

Beispiele fur statische 0-Hasardfehler:

L B I A
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Statischer 1-Hasard

a Ein Hasard in einem statischen 1-Ubergang heif3t statischer 1-
Hasard.

0 Beispiele fur statische 1-Hasardfehler:

LI I

Der Ubergang (1,1,0) — (1,1,1) im Beispiel enthalt also einen
statischen 1-Hasard.
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Dynamischer 0O1-Hasard

a Ein Hasard in einem dynamischen 01-Ubergang heif3t
dynamischer 01-Hasard.

o Beispiele fur dynamische 0l1-Hasardfehler:
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Dynamischer 10-Hasard

a Ein Hasard in einem dynamischen 10-Ubergang heif3t
dynamischer 10-Hasard.

o Beispiele fur dynamische 10-Hasardfehler:
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Klassifizierung von Hasards

Ubergang

Statisch Dynamisch
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Ubergangsbeispiele

A -

— €5—

Statischer 1-Ubergang:
Ubergang (e,,e,,€;): (1,1,0) — (1,1,1)

Dynamischer 01-Ubergang:
Ubergang (e,,e,,e;): (0,1,1) — (1,0,1)

Dynamischer 10-Ubergang
Ubergang in umgekehrter Richtung: (1,0,1) — (0,1,1)
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